Тренажер по теме: « Призма»
Призма. Прямоугольный параллелепипед
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Призмой (n-угольной призмой) называется многогранник, две грани которого — равные n-угольники, лежащие в параллельных плоскостях, а остальные n граней — параллелограммы.

Правильной призмой называется прямая призма, основание которой — правильный многоугольник.

Прямая призма

Прямой призмой называется призма, боковое ребро которой перпендикулярно плоскости основания. Высота прямой призмы равна ее боковому ребру, а все боковые грани прямой призмы — прямоугольники.

 

Соотношения для прямой призмы
Пусть H — высота прямой призмы, AA1 — боковое ребро, Росн.— периметр основания, 
[image: image2] Sосн — площадь основания, Sбок — площадь боковой поверхности, Sпол. — площадь полной поверхности, V— объем прямой призмы. Тогда имеют место следующие соотношения:                  V = Soh,  Sбок = РоснН,  Sпол.= 2Sосн. + Sбок.
Формулы для правильной четырехугольной призмы.
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  Прямоугольный параллелепипед и его свойства
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Прямая призма, у которой основанием является прямоугольник, называется прямо-угольным параллелепипедом. Длины непараллельных ребер прямоугольного параллелепипеда называются его линейными размерами (измерениями). Помимо свойств призмы, прямоугольных параллелепипед обладает следующими свойствами.

– Противоположные грани прямоугольного параллелепипеда — параллельные и равные прямоугольники.

– Все четыре диагонали параллелепипеда пересекаются в одной точке и делятся этой точкой пополам.

– Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме квадратов его измерений:  d2 = a2  + b2 +c2
[image: image5]
– Площадь полной поверхности прямоугольного параллелепипеда равна удвоенной сумме попарных произведений его измерений:  Sп =2( ab + bc +ac)
– Объем прямоугольного параллелепипеда равен произведению его измерений  V = abc
Особенности правильной шестиугольной призмы

[image: image6.png]


В основании правильной шестиугольной призмы лежит правильный шестиугольник. Напомним его свойства.

– Сторона правильного шестиугольника равна радиусу описанной вокруг него окружности.

– Большая диагональ правильного шестиугольника является диаметром описанной вокруг него окружности и равна двум его сторонам.

– Меньшая диагональ правильного шестиугольника в 
[image: image7]
[image: image8] раз больше его стороны.

– Угол между сторонами правильного шестиугольника равен 120°.

– Меньшая диагональ правильного шестиугольника перпендикулярна его стороне.

– Треугольник, образованный стороной шестиугольника, его большей и меньшей диагоналями, прямоугольный, а его острые углы равны 30° и 60°.


[image: image9]
Призма. Прямоугольный параллелепипед.
1.    
 [image: image10.png]


В сосуд, имеющий форму правильной треугольной призмы, налили 2300 [image: image11.png]CM



 воды и погрузили в воду деталь. При этом уровень воды поднялся с отметки 25 см до отметки 27 см. Найдите объем детали. Ответ выразите в см3.

Решение.
Объём детали равен объёму вытесненной ею жидкости. Объём вытесненной жидкости равен 2/25 исходного объёма:          [image: image12.png]2
Vier = 2= -2300 = 184cx®
ner = 53 ©




 Ответ: 184.

2. 

[image: image13.png]


В сосуд, имеющий форму правильной треугольной призмы, налили воду. Уровень воды достигает 80 см. На какой высоте будет находиться уровень воды, если ее перелить в другой такой же сосуд, у которого сторона основания в 4 раза больше, чем у первого? Ответ выразите в см.

Решение.
Объем призмы равен произведению площади ее основания на высоту и выражается через сторону основания а и высоту Н формулой [image: image14.png]


 Поэтому [image: image15.png]


, а значит, при увеличении стороны а в 4 раза знаменатель увеличится в 16 раз, то есть высота уменьшится в 16 раз и будет равна 5 см.

 

Ответ: 5.

3. 

[image: image16.png]


Найдите площадь боковой поверхности правильной шестиугольной призмы, сторона основания которой равна 5, а высота – 10.
 Ответ: 300.

4. 

[image: image17.png]


Найдите площадь поверхности прямой призмы, в основании которой лежит ромб с диагоналями, равными 6 и 8, и боковым ребром, равным 10.

Решение.
Сторона ромба [image: image18.png]


 выражается через его диагонали [image: image19.png]


 и [image: image20.png]


 формулой     [image: image21.png]



Найдем площадь ромба

[image: image22.png]



Тогда площадь поверхности призмы равна

 [image: image23.png]S =2Socu +S6ox =285, +4aH =48+4-5-10=248.




 Ответ: 248.

5. 

[image: image24.png]


Найдите боковое ребро правильной четырехугольной призмы, если сторона ее основания равна 20, а площадь поверхности равна 1760.

 Ответ: 12.

6. 
[image: image25.png]


Основанием прямой треугольной призмы служит прямоугольный треугольник с катетами 6 и 8, боковое ребро равно 5. Найдите объем призмы.

 Ответ: 120.

7. 
[image: image26.png]


Гранью параллелепипеда является ромб со стороной 1 и острым углом 60°. Одно из ребер параллелепипеда составляет с этой гранью угол в 60° и равно 2. Найдите объем параллелепипеда.

Решение.
Объем параллелепипеда [image: image27.png]


, где [image: image28.png]


 — площадь одной из граней, а [image: image29.png]


 — длина ребра, составляющего с этой гранью угол α. Площадь ромба с острым углом в 60° равна двум площадям равностороннего треугольника. Вычислим объем:     [image: image30.png]


       Ответ: 1,5.

8. 
[image: image31.png]


Через среднюю линию основания треугольной призмы, объем которой равен 32, проведена плоскость, параллельная боковому ребру. Найдите объем отсеченной треугольной призмы.

Решение.
Площадь основания отсеченной части меньше площади основания всей призмы в 4 раза (так как и высота и основание треугольника уменьшились в 2 раза). Высота осталась прежней, следовательно, объем уменьшился в 4 раза.

 Ответ: 8.

9. 
[image: image32.png]


Через среднюю линию основания треугольной призмы проведена плоскость, параллельная боковому ребру. Найдите объём этой призмы, если объём отсеченной треугольной призмы равен 5.

 Ответ: 20.

10.
От треугольной призмы, объем которой равен 6, отсечена треугольная пирамида плоскостью, проходящей через сторону одного основания и противоположную вершину другого основания. Найдите объем оставшейся части.

Решение.
[image: image33.png]



Ответ: 4.

11. 
[image: image34.png]


Основанием прямой треугольной призмы служит прямоугольный треугольник с катетами 6 и 8, высота призмы равна 10. Найдите площадь ее поверхности.

Ответ: 288.

12. 
[image: image35.png]


В основании прямой призмы лежит ромб с диагоналями, равными 6 и 8. Площадь ее поверхности равна 248. Найдите боковое ребро этой призмы.

Ответ: 10.

13. 
[image: image36.png]


Основанием прямой треугольной призмы служит прямоугольный треугольник с катетами 6 и 8. Площадь ее поверхности равна 288. Найдите высоту призмы.

 Ответ: 10.

14. 
[image: image37.png]


Через среднюю линию основания треугольной призмы проведена плоскость, параллельная боковому ребру. Площадь боковой поверхности отсеченной треугольной призмы равна 8. Найдите площадь боковой поверхности исходной призмы.

Решение.
Площадь боковой поверхности призмы равна произведению периметра основания на высоту боковой грани. Высота боковой грани у исходной призмы и отсеченной призм совпадает. Поэтому площади боковых граней относятся как периметры оснований. Треугольники в основании исходной и отсеченной призм подобны, все их стороны относятся как 1 : 2. Поэтому периметр основания отсеченной призмы вдвое меньше исходного. Следовательно, площадь боковой поверхности исходной призмы равна 16.

 

Ответ: 16.

15. 
[image: image38.png]4
q



Объём куба равен 12. Найдите объём треугольной призмы, отсекаемой от куба плоскостью, проходящей через середины двух рёбер, выходящих из одной вершины, и параллельной третьему ребру, выходящему из этой же вершины.

Решение.
Поскольку высота куба равна высоте призмы, их объемы пропорциональны площадям их оснований. Площадь основания построенной призмы в 8 раз меньше площади основания исходной, поэтому искомый объем призмы равен 12 : 8 = 1,5.

 Ответ: 1,5.

16. 
[image: image39.png]G
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Найдите объем многогранника, вершинами которого являются точки A, B, C, A1 правильной треугольной призмы ABCA1B1C1, площадь основания которой равна 2, а боковое ребро равно 3.

Ответ: 2.

17. 
[image: image40.png]


Найдите объем многогранника, вершинами которого являются точки [image: image41.png]


, [image: image42.png]


, [image: image43.png]


, [image: image44.png]


, [image: image45.png]


 правильной треугольной призмы [image: image46.png]ABCABC;



, площадь основания которой равна 3, а боковое ребро равно 2.

Ответ: 4.

18. 
[image: image47.png]


Найдите объем многогранника, вершинами которого являются точки [image: image48.png]


, [image: image49.png]


, [image: image50.png]


, [image: image51.png]


 правильной треугольной призмы [image: image52.png]ABCABC;



, площадь основания которой равна 4, а боковое ребро равно 3.

Решение.
[image: image53.png]


Заметим, что искомый объём равен разности объема призмы и двух треугольных пирамид, основания и высоты которых совпадают с основанием и высотой призмы:

[image: image54.png]Vea,BiB = Vap — Vea,B,c; — VA, ABC-




Поэтому

[image: image55.png]1 1
—4.3--.43--.4.3=4
Veapip=4-3-7-4:3-2-4.3=4



   

Ответ: 4.

19. 
[image: image56.png]


Найдите объем многогранника, вершинами которого являются точки [image: image57.png]


, [image: image58.png]


, [image: image59.png]


, [image: image60.png]


, [image: image61.png]


, [image: image62.png]


, [image: image63.png]


 правильной шестиугольной призмы [image: image64.png]


, площадь основания которой равна 4, а боковое ребро равно 3.

Решение.
[image: image65.png]


Основание пирамиды такое же, как основание правильной шестиугольной призмы, и высота у них общая. Поэтому
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 Ответ: 4.

20. 
[image: image67.png]


Найдите объем многогранника, вершинами которого являются точки [image: image68.png]A.B.C,



[image: image69.png]A1.B;.Cy



 правильной шестиугольной призмы [image: image70.png]


, площадь основания которой равна 6, а боковое ребро равно 3. 

Ответ: 3.

21. 
[image: image71.png]


Найдите объем многогранника, вершинами которого являются точки [image: image72.png]


, [image: image73.png]


, [image: image74.png]


, [image: image75.png]


, [image: image76.png]


, [image: image77.png]


, [image: image78.png]18]



, [image: image79.png]


 правильной шестиугольной призмы [image: image80.png]


, площадь основания которой равна 6, а боковое ребро равно 2.

Ответ: 8.

22. 
[image: image81.png]


Найдите объем многогранника, вершинами которого являются точки A, B, C, D, A1, B1, C1, D1 правильной шестиугольной призмыABCDEFA1B1C1D1E1F1, площадь основания которой равна 6, а боковое ребро равно 2.

Ответ: 6.

23. 
Площадь поверхности правильной треугольной призмы равна 6. Какой станет площадь поверхности призмы, если все её рёбра увеличатся в три раза, а форма останется прежней?

Ответ: 54.

24.
[image: image82.png]


Найдите квадрат расстояния между вершинами C и A1прямоугольного параллелепипеда, для которого AB = 5, AD = 4, AA1=3.

Решение.
Рассмотрим прямоугольный треугольник [image: image83.png]


 в котором [image: image84.png]


 является гипотенузой. По теореме Пифагора   [image: image85.png]A1C* = AAT +AC”.




В прямоугольнике [image: image86.png]


  [image: image87.png]


 – диагональ, [image: image88.png]AB



=[image: image89.png]CD.



 Значит,[image: image90.png]16+25 =41,




[image: image91.png]A1C™ =9+41 = 50.




Ответ: 50.

25. 
[image: image92.png]


Найдите расстояние между вершинами А и D[image: image93.png]


 прямоугольного параллелепипеда, для которого AB = 5, AD = 4, AA[image: image94.png]


 = 3. 

Ответ: 5.

26. 
[image: image95.png]


В правильной шестиугольной призме [image: image96.png]


все ребра равны 1. Найдите расстояние между точками [image: image97.png]


 и [image: image98.png]



Ответ: 2.

27. 
[image: image99.png]


В правильной шестиугольной призме [image: image100.png]


 все ребра равны 1. Найдите угол [image: image101.png]DAB.



Ответ дайте в градусах. 

Ответ: 60.

28. 
[image: image102.png]


В правильной шестиугольной призме [image: image103.png]


, все ребра которой равны 8, найдите угол между прямыми [image: image104.png]FA



 и [image: image105.png]D E.



Ответ дайте в градусах.

Решение.
Отрезки D1E1, DE и AB лежат на параллельных прямых, поэтому искомый угол между прямыми FA и E1D1 равен углу между прямыми FAи AB.
 Ответ:60.

29. 
В кубе [image: image106.png]


 найдите угол между прямыми [image: image107.png]AD



 и [image: image108.png]BiD;.



 Ответ дайте в градусах.

Ответ:60.

30. 
[image: image109.png]


В правильной треугольной призме [image: image110.png]ABCABC;



, все ребра которой равны 3, найдите угол между прямыми [image: image111.png]


 и [image: image112.png]


 Ответ дайте в градусах.

Решение.
[image: image113.png]


Отрезки A1A и BB1 лежат на параллельных прямых, поэтому искомый угол между прямыми A1A и BC1 равен углу между прямыми BB1 и BC1.

Боковая грань CBB1C1 — квадрат, поэтому угол между его стороной и диагональю равен 45°.

 Ответ: 45.

31.
[image: image114.png]


В правильной четырёхугольной призме [image: image115.png]


известно, что [image: image116.png]AC




 Найдите угол между диагоналями [image: image117.png]


 и [image: image118.png]


 Ответ дайте в градусах.

 Ответ: 60.

32. 
[image: image119.png]


В правильной треугольной призме ABCA1B1C1 стороны оснований равны 2, боковые рёбра равны 5. Найдите площадь сечения призмы плоскостью, проходящей через середины рёбер AB, AC, A1B1 и A1C1. 

Ответ: 5.

33. 
В правильной четырёхугольной призме ABCDA1B1C1D1 ребро AA1 равно 15, а диагональ BD1равна 17. Найдите площадь сечения призмы плоскостью, проходящей через точки A, A1 и C. 

Ответ: 120.

34.
[image: image120.png]


Объём треугольной призмы, отсекаемой от куба плоскостью, проходящей через середины двух рёбер, выходящих из одной вершины, и параллельной третьему ребру, выходящему из этой же вершины, равен 2. Найдите объём куба.

Решение.
Высота отсечённой призмы равна ребру куба, поэтому их объёмы относятся как площади оснований. Отрезок FE — средняя линия треугольника DBC, поэтому треугольники FCE и DCB подобны с коэффициентом подобия 1 : 2, а их площади относятся как 1 : 4. Поскольку квадрата АDCB вдвое больше площади треугольника DCB, площадь АDCB в 8 раз больше площади треугольника FCE.

Тем самым, объём куба в 8 раз больше объёма отсечённой призмы, поэтому он равен 16.

 Ответ: 16.

35. 
[image: image121.png]G




В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 известны длины рёбер: AB = 9, AD = 12 , AA1 = 18. Найдите синус угла между прямыми A1D1 и AC.

Решение.
Отрезок A1D1 = AD. Тогда синус угла между прямыми A1D1 и AC равен синусу угла [image: image122.png]DAC :




[image: image123.png]CD_ __AB 9
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Ответ:0,6.

36.
[image: image124.png]


Основанием прямой треугольной призмы служит прямоугольный треугольник с катетами 3 и 5. Объем призмы равен 30. Найдите ее боковое ребро. 

Ответ: 4.

37. 
[image: image125.png]


Найдите объем правильной шестиугольной призмы, стороны основания которой равны 1, а боковые ребра равны [image: image126.png]



Ответ: 4,5.

38.
[image: image127.png]


Найдите объем правильной шестиугольной призмы, все ребра которой равны [image: image128.png]



Ответ: 13,5.

39. 
[image: image129.png]


В правильной шестиугольной призме [image: image130.png]


все ребра равны [image: image131.png]


 Найдите расстояние между точками [image: image132.png]


 и [image: image133.png]



40.
[image: image134.png]


В правильной шестиугольной призме [image: image135.png]


все ребра равны 1. Найдите тангенс угла [image: image136.png]



41. 
[image: image137.png]


В правильной шестиугольной призме [image: image138.png]


все ребра равны 1. Найдите угол [image: image139.png]


 Ответ дайте в градусах.

Ответ: 60.

42. 
[image: image140.png]


В треугольной призме две боковые грани перпендикулярны. Их общее ребро равно 10 и отстоит от других боковых ребер на 6 и 8. Найдите площадь боковой поверхности этой призмы.

Решение.
Для вычисления боковой поверхности призмы воспользуемся формулой , где [image: image141.png]


 – длина бокового ребра, а [image: image142.png]


 – периметр перпендикулярного сечения призмы:

[image: image143.png]Seox =P, =10-(10+6+8) = 240.



   

 Ответ: 240.

43. 
[image: image144.png]


Площадь боковой поверхности треугольной призмы равна 24. Через среднюю линию основания призмы проведена плоскость, параллельная боковому ребру. Найдите площадь боковой поверхности отсечённой треугольной призмы.

 Ответ: 12.

44. 
[image: image145.png]


Найдите объем призмы, в основаниях которой лежат правильные шестиугольники со сторонами 2, а боковые ребра равны [image: image146.png]2V/3



 и наклонены к плоскости основания под углом 30°.

Решение.
Объем призмы [image: image147.png]


 где S – площадь основания, а L – длина ребра, составляющего с основанием угол α. Площадь правильного шестиугольника со стороной a равна

[image: image148.png]



Тогда объем призмы      [image: image149.png]3‘[2 zf




 Ответ: 18.
